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1. 서 론

우리 나라에서도 최근에 규모가 큰 지진이 발생하였다. 

2016년에는 경주 지역에서 5.8 규모의 지진이, 2017년에

는 포항 지역에서는 5.4 규모의 지진으로 인하여 인적, 재

산적 피해가 발생하였다. 이러한 지진 규모도 피해 규모에 

직접적인 연관이 있지만, 지반 특성에 따라 지반 진동이 

증폭 되거나 감쇠 되기도 하기 때문에 지반과 상하부 구조

물과의 상호 작용에 대한 분석도 중요하다.

말뚝의 자유진동은 지진, 바람, 기계진동과 같은 동적 

하중을 받는 말뚝지지 구조물의 설계 시 중요한 고려사항

이다. 외부 가진력의 진동수와 말뚝지지 구조물의 고유진
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ABSTRACT

This paper presents a new analytical model for estimating the free vibration of tapered friction piles. The governing differential 

equation for the free vibration of statically axially-loaded piles embedded in non-homogeneous soil is derived. The equation 

is numerically integrated by the Runge-Kutta method, and then the eigenvalue of natural frequency is determined by the 

Regula-Falsi scheme. For a cylindrical non-tapered pile, the computed natural frequencies compare well with the available 

data from literature. Numerical examples are presented to investigate the effects of the tapering, the skin friction resistance, 

the end condition of the pile, the vertical compressive loading, and the soil non-homogeneity on the natural frequency 

and mode shape of tapered friction piles.

요   지

본 논문에서는 테이퍼 마찰말뚝의 자유진동을 평가할 수 있는 해석모델을 제안하였다. 불균질 지반에 설치된 정적 수직하중을 

받는 테이퍼 마찰말뚝의 자유진동을 지배하는 미분방정식을 유도하였다. 이 지배방정식을 Runge-Kutta 법을 이용하여 직접 

수치적분하였고, 미분방정식의 고유치인 고유진동수는 Regula-Falsi 법을 이용하여 산정하였다. 원통형 말뚝의 고유진동수 

계산값은 기존 문헌값과 잘 일치하였다. 수치예를 통해 말뚝의 변단면, 주면마찰력, 단부조건, 수직압축하중 및 지반의 불균질

성이 고유진동수와 모드형상에 미치는 영향을 분석하였다.

Keywords : Tapered pile, Natural frequency, Mode shape, Skin friction, Non-homogeneous soil

한국지반신소재학회논문집 제18권 3호 2019년 9월 pp. 69 ∼ 77

J. Korean Geosynthetics Society Vol.18 No.3 September 2019 pp. 69 ~ 77

DOI: https://doi.org/10.12814/jkgss.2019.18.3.069

ISSN: 2508-2876(Print)   ISSN: 2287-9528(Online)

Received 16 Aug. 2019, Revised 20 Sep. 2019, Accepted 22 Sep. 2019

*Corresponding author

 Tel: +82-32-835-8460; Fax: +82-32-835-0775

E-mail address: wookdong2@gmail.com (D. Kim)



70 한국지반신소재학회논문집 제18권 제3호

동수가 일치할 경우 진폭이 크게 증가하는 공진현상이 발

생하여 말뚝과 상부구조물에 큰 손상을 초래할 수 있으므

로 말뚝지지 구조물은 공진의 영향을 최소화하도록 설계

한다. 말뚝지지 구조물 공진은 하부구조와 상부구조의 조

합으로 결정되는데, 이를 위하여 하부구조와 상부구조물

의 자유진동에 대한 연구가 필요하다.

그 동안 말뚝의 자유진동에 대한 많은 연구가 수행되었

다. Prakash and Chandrasekaran(1977)은 탄성지반에 의

해 수평방향으로 지지된 말뚝의 기본진동수(fundamental 

frequency)에 대한 수치해를 산정하였다. Ragab and Aggour 

(1986)은 상단 집중질량을 갖는 말뚝의 자유진동 특성을 

평가하였고, Valsangkar and Pradhanang(1987)은 수직하

중을 받는 부분매립 말뚝의 고유진동수에 대한 정확해를 

산정하였다. Halabe and Jain(1996)은 자유진동하는 말뚝

의 특성방정식을 유도하고 말뚝의 고유진동수와 모드형상

을 분석하였다. Hu et al.(2008)은 지반의 비선형거동을 고

려한 말뚝의 자유진동 해석을 수행하였다. Catal (2008)과 

Yesilce(2011)는 미분변환법(differential transform method)

과 미분구적요소법(differential quadrature element method)

을 각각 적용하여 수직재하 말뚝의 고유진동수를 산정하

였다. 최근에 Ma et al.(2018)은 지반의 전단특성이 말뚝

의 자유진동에 미치는 영향을 평가하였다.

기존 연구에서는 말뚝의 자유진동 거동에 관한 다양한 

연구가 수행되었으나, 이들은 모두 등단면 원통형 말뚝을 

대상으로 하였다. 그러나 말뚝의 하중전이특성과 그에 필

요한 말뚝의 최적단면을 고려할 때 말뚝의 두부에서 선단

으로 갈수록 말뚝의 단면이 작아지는 테이퍼 말뚝이 원통

형 말뚝보다 구조적 안정성과 경제성이 우수하여 현장에

서 많이 적용되고 있다(El Naggar and Wei, 1999; Paik 

and Lee, 2008). 또한 기존 연구는 상부하중으로 인해 말

뚝 주면에 발생하는 상향 저항력을 고려하지 않아 말뚝과 

지반 사이의 주면마찰력이 말뚝의 자유진동에 미치는 영

향에 대한 정량적 평가가 이루어지지 않았다.

이 논문은 불균질 지반에 설치된 정적 수직하중을 받는 

테이퍼 마찰말뚝의 자유진동을 연구하는데 그 목적이 있

다. 이를 위해 말뚝-지반 시스템의 자유진동을 지배하는 상

미분방정식과 경계조건을 유도하였다. 깊이 방향으로 단면

이 일정한 원통형 말뚝에 대한 고유진동수의 수치해를 문

헌값과 비교하여 제안된 해석모델의 타당성을 검증하였다. 

또한, 말뚝과 지반에 관련된 무차원 변수들이 테이퍼 말뚝

의 고유진동수와 모드형상에 미치는 영향을 분석하였다.

2. 말뚝-지반 시스템

Fig. 1에서는 불균질한 탄성지반 속에 설치된 테이퍼 마

찰말뚝의 자유진동 해석을 위한 변수들을 그림으로 표시

하였다. Fig. 1(a)에서는 말뚝의 형상에 대한 변수를 나타

냈으며, 말뚝길이는 이고, 일반적인 테이퍼 마찰말뚝과 같

이 단면은 원형으로 깊이가 증가함에 따라 반경은 선형적

으로 감소한다고 가정하였다. Fig. 1(a)와 같이 말뚝두부 

  에서 말뚝의 반경은 이고 말뚝선단   에서는 

이다. 말뚝중앙에서 반경 는 와 의 평균이다.

말뚝중앙에서 말뚝의 직경  , 원주길이 , 단면적  , 

단면이차모멘트 는 식 (1)과 같다.


 , 

π  , 
 π

,   π
⁄          (1)

테이퍼 마찰말뚝의 단면비 은 하단의 반지름 과 상단

의 반지름 의 비로 정의한다.

 



 (2)

이로부터 말뚝 깊이 에서 반경 은 다음과 같은 선형식

으로 표현할 수 있다.

 ――  



  (3)

여기서 
 , 


⁄ , 

 이다. 이

와 유사하게 말뚝 깊이 에서 직경, 원주길이 , 단면적 

, 단면이차모멘트 를 반경 와 선형식 로 정리하면 

다음과 같다.

 



 ,  


π
  





π



 , 





π





(4)

Fig. 1(b)는 수직압축하중을 받는 말뚝의 주면에 발생하

는 단위극한주면마찰력(unit skin ultimate friction resistance)

을 나타내며 말뚝 깊이에 따라 선형적으로 변화한다(El 

Naggar and Wei, 1999). 말뚝의 두부와 선단에서 단위극

한주면마찰력은 각각 와 이다. 말뚝중앙에서 단위주면

마찰력 는 식 (5)와 같이 구할 수 있다.
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 



  (5)

주면마찰력비 는 식 (6)과 같이 정의하며,

 



 (6)

이로부터 깊이 에서 주면마찰력 는 다음과 같이 표현할 

수 있다.

 



  (7)

여기서 
, 


⁄ , 

―이다.

Fig. 1(c)는 지반반력계수(coefficient of subgrade reaction) 

를 나타내며 깊이 방향으로 선형적으로 변화한다(Reese 

and Van Impe, 2011). 말뚝의 두부와 선단에서 지반반력

계수는 각각 와 이다. 말뚝중앙에서 지반반력계수 

는 식 (8)과 같이 구할 수 있다.

   (8)

불균질 지반특성은 다음과 같이 지반계수비 로 정의되며,

 



 (9)

이로부터 깊이 에서 지반반력계수 는 다음과 같이 표현

할 수 있다.





  (10)

여기서  ,  ⁄  ,  이다.

테이퍼 마찰말뚝의 자유진동 특성을 분석하기 위하여, 

말뚝의 경계조건은 Fig. 1(a)에 나타낸 바와 같이 말뚝두

부  는 자유(free)로 고정하고, 말뚝선단  은 자

유, 회전(pinned), 고정(fixed)으로 가정하여 해석하였다.

3. 수학적 정식화

Fig. 2(a)는 자유진동하는 말뚝의 동적 변위의 예를 

직교좌표계 에 나타내었다. 말뚝의 자유진동은 조

화진동(harmonic motion)으로 동적 변위는 깊이와 시간에 

따라   sinω로 표현된다. 여기서, 는 진폭, ω

는 고유각진동수, 는 모드번호, 는 시간이다. 본 연구에

서는 정적 압축하중이 자유진동에 미치는 영향을 분석하

기 위하여 수직방향 외력 가 말뚝두부에 작용하며 이로 

인해 말뚝의 주면과 선단에는 주면마찰력 와 상향반력 

이 각각 발생한다. 말뚝의 변위 에 저항하는 지반반력 

와 질량을 갖는 말뚝요소의 수평방향 관성력 

가 의 

반대 방향으로 발생한다. 말뚝 내부에는 축방향력 , 전단

Fig. 1. Schematic view: (a) geometry of tapered pile and (b) skin friction resistance distribution along the pile and (c) variation 

of coefficient of subgrade reaction in soil
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력 , 휨 모멘트 의 합응력들이 작용한다.

Fig. 2(b)는 미소길이 를 갖는 말뚝요소의 자유물체

도를 직교좌표계 에 나타낸 것이다. 이 요소에는 내

력 , , , , 외력  , 가 작용하여 평형상태에 있

다. 이 자유물체도를 이용하여 ∑ , ∑ , ∑

의 평형방정식을 구하면 식 (11)∼(13)과 같다.




  (11)







 (12)









  (13)

식 (11)∼(13)에서  , , 
는 각각 식 (14)∼(16)과 같

이 주어진다(Gabr et. al., 1994; Humar, 1990).

  (14)

  (15)



―ω

 (16)

말뚝요소에 대한 다음의 휨-변위 관계식(Goodno and Gere, 

2018)은 다음과 같다.







 (17)

식 (17)을 식 (11)∼(16)과 조합하여 풀면 다음과 같은 4계 

상미분방정식을 얻는다.
















 


 


―




―ω
   (18)

여기서 는 말뚝의 탄성계수이고, 은 말뚝 내 축방향력

으로 다음과 같이 표현할 수 있다.

∫
 (19)

식 (19)에 식 (4)와 식 (7)을 대입하여 적분하면 다음과 같

이 정리된다.




π
  (20)

여기서 







 
















이며, 깊이   에

서 축방향력   은 상향반력 과 같다.

식 (18)을 무차원 식으로 유도하기 위하여 다음과 같은 

무차원 변수를 도입한다.

η



, ξ




, γ 



,                       (21a)

α
λ


,  
π

λ


,  


π


,                  (21b)

 


π


, 

ω






                       (21c)

여기서 ξ와 η는 무차원 직교좌표계, 는 직경비, 는 특

성길이비, 는 주면마찰변수, 는 수직하중변수, 는 좌굴

하중변수, 는 고유진동수변수이며, 는 아래 식과 같이 

정의한다. 는 물리적으로 말뚝의 특성길이(characteristic 

length)를 의미하며 지반에 대한 말뚝의 상대강성으로 해

석할 수 있다.

 





 (22)

Fig. 2. Axially loaded friction pile executing transverse 

vibration: (a) deformed shape and (b) forces acting 

on the small element
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식 (21)∼(22)를 식 (18)에 대입하고 식 (4), (7), (10), 

(20)을 이용하여 정리하면 다음과 같은 무차원 4계 상미분

방정식을 얻을 수 있다.






 
























































      


































 





        (23)

여기서 ξ
ξ, ξ ξ, ξ ξ, ξ  ξ






ξ



ξ이다.

지배 미분방정식의 경계조건을 다음과 같이 유도한다. 

말뚝두부  은 자유이므로 휨 모멘트  및 전단력 는 

0이다. 이로부터 ξ에서 자유단의 경계조건을 다음과 

같이 구할 수 있다.



ξ
η

 (24)

ηξ


π

ξ

η
 (25)

말뚝선단  은 자유 또는 회전 또는 고정이다. 자유단

의 경우   (ξ)에서 휨 모멘트  및 전단력 는 0이

므로 그 경계조건은 다음과 같다.



ξ
η

 (26)



ξ
η







π
 







π

 







 




ξ

η


(27)

말뚝선단   ξ의 회전단에서 변위  및 휨 모멘트 

은 0이므로 다음의 경계조건을 얻을 수 있다.

η (28)



ξ
η

 (29)

말뚝선단   ξ의 고정단에서 변위  및 회전각 

⁄는 0이므로 그 경계조건은 다음과 같다.

ξ

η
 (30)

4. 말뚝의 자유진동 해석

4.1 해석방법 및 검증

이상에서 불균질 탄성지반에 설치된 테이퍼 마찰말뚝

의 자유진동 해석을 위한 지배방정식[식 (23)]과 경계조건

식[식 (24)∼(30)]을 유도하였다. 지배방정식의 입력변수

는 단면비  , 주면마찰력비 , 지반계수비 , 직경비 , 

특성길이비  , 주면마찰변수 , 수직하중변수 이고, 입

력변수에 의해 계산되는 상수는   ,   , 

 ,  ,  ,  이다.

이로부터 얻어지는 지배방정식의 해는 말뚝의 고유진

동수변수 와 진동형상 ξ η이다. 본 연구에서 미분방

정식의 수치적분은 Runge-Kutta 법을 이용하여 직접 적분

하였고, 미분방정식의 고유치(eigenvalue)인 는 비선형

방정식의 수치해법 중에 하나인 Regula-Falsi 법을 이용하

여 계산하였다(Carnahan et al., 1969). 말뚝의 진동형상 

ξ η는 미분방정식의 수치적분의 결과로 산정된다. 이와 

같은 말뚝-지반 시스템의 고유치 문제에 대한 해석절차는 

Lee et al.(2014)의 문헌에서 그 적용성이 검증되었다.

Table 1은 원통형 선단지지말뚝의 고유각진동수 ω를 

나타내며 수치해 산정에 이용한 입력변수는 다음과 같다: 

   m,   m,  ,  kN/m3, GPa, 

 kg/m3, MN (λ m,  ,  , 

 ,   ,    and   ). 말뚝 상단과 하단의 

단부조건은 자유-자유와 회전-회전 조건으로 가정하였다. 

해석모델의 검증을 위해 진동모드     에 대한 본 해

석과 문헌(Valsangkar and Pradhanang, 1987; Karovsky 

and Lebed, 2001)의 값을 함께 나타내었다. 이로부터 단부

조건에 상관없이 두 고유진동수가 우수하게 근접하는 것

을 확인할 수 있다.

4.2 해석결과 및 토의

말뚝-지반 시스템의 재료 및 기하학적 특성이 고유진동
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수에 미치는 영향을 분석하기 위하여 다음과 같은 입력변

수를 적용하였다: GPa;  m;  MN/m3. 

이들 값으로 계산한 특성길이는   m이며, 이 경우 

  로 직경비 와 특성길이비 는 서로 종속적인 관

계를 갖는다. 해석결과는 실무에서 널리 적용되는 1차 모

드  에 대한 기본진동수변수   과 진동형상 ξη

을 분석하였다(Carpinteri et al., 2014).

Fig. 3은 깊이 방향으로 단면이 작아지는 테이퍼 말뚝의 

기본진동수변수   에 대한 단면비 의 영향을 나타낸

다. 원형통 말뚝 에서 가장 큰   값을 갖으며 

가 감소함에 따라   는 감소하여 “■”로 표시한 좌표에

서   이 된다. 이는 말뚝선단의 단면비가 임계값(critical 

value) 이하로 작아지면 정적 수평거동이 동적 자유진동보

다 우세하여 말뚝이 좌굴되기 때문이다. 한 예로서 자유-

자유의 단부조건에서 주어진 수직하중변수   에 대한 

임계 단면비  에서 테이퍼 말뚝은 좌굴되며, 이는 

해당 말뚝의 좌굴하중변수가   임을 의미한다.

Fig. 4는 테이퍼 말뚝의 기본진동수변수   에 대한 

주면마찰력비 의 영향을 나타낸다. 여기서 주면마찰력

비는    의 값을 가지며  은 깊이 방향으로 주

Table 1. Comparison of natural frequencies for cylindrical end-bearing piles

Data source
Natural frequency ω


 (rad/s)

     

● Free-free end

Valsangkar and Pradhanang (1987) 7.372 143.7 438.5

Present study 7.366 143.7 438.5

● Pinned-pinned end

Valsangkar and Pradhanang (1987) 63.15 281.2 645.3

Karovsky and Lebed (2001) 63.54 282.0 645.8

Present study 63.54 282.0 645.8

Fig. 3. 
  

 versus  curves Fig. 4. 
  

 versus  curves

Fig. 5. 
  

 versus  curves
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면마찰력이 일정한 경우이다. 말뚝의 단부조건에 상관없

이 가 증가하면   는 감소하며 의 영향성은 가 

작을수록 큰 것을 확인할 수 있다.

Fig. 5는 테이퍼 말뚝의 기본진동수변수   에 대한 

지반계수비 의 영향을 나타낸다. 여기서  는 지반

반력이 깊이에 따라 작아지는 경우이며  는 그 반대

의 경우이다.  인 균질지반을 경계로 하여  에서 

지반반력이 자유진동에 미치는 영향성이  에 비해 크

다. 또한,   에 대한 의 영향성은 말뚝의 단부조건에 

의존하는 것을 확인할 수 있다. 예로서 자유-회전 말뚝의 

경우 가 증가하면   은 증가하다가 “●”로 표시한 좌

표에서 최대치를 보인 후 감소한다. 이는 주어진 말뚝조건

에서 가장 큰   을 갖는 지반계수비 가 존재함을 의

미한다.

Fig. 6은 테이퍼 말뚝의 기본진동수변수   에 대한 

직경비 와 특성길이비 의 영향을 나타낸다. 앞서 설명

한 바와 같이, 와 는 상호 종속적인 관계에 있으므로 

Fig. 6에   에 대한 와 의 관계를 함께 도시하였다. 

의 증가는 의 감소를 의미하며 이 경우   은 감소한

다. Fig. 3과 유사하게 Fig. 6에서도    인 와 가 

존재(“▲”로 표시)한다. 한 예로 자유-고정 조건에서 

,   (즉,   )를 갖는 말뚝의 좌굴하중변

수는    이다. Prakash and Sharma(1990)에 따르

면 α인 말뚝은 연성말뚝(flexible pile)으로 평가되며 

이로부터 주어진 수치예는 연성말뚝의 자유진동 특성을 

나타낸다.

Fig. 7은 테이퍼 말뚝의 기본진동수변수   에 대한 

주면마찰변수 의 영향을 나타낸다. 가 증가하면   

는 거의 선형적으로 증가하나, 에 따른   의 변화율은 

자유-자유조건이 가장 큰 것을 확인할 수 있다. 이는 일정

한 수직압축하중 하에서 테이퍼 말뚝의 주면마찰력이 크

고 말뚝단부의 구속 정도가 작을수록 고유진동수가 크다

는 것을 의미한다.

Fig. 8은 테이퍼 말뚝의 기본진동수변수   에 대한 

수직하중변수 의 영향을 나타낸다. 가 증가할수록   

은 감소하고 그 감소율은 증가하여 “◆”로 표시한 에서 

  
이 된다. 이는 수직압축하중이 좌굴하중에 도달

하면 말뚝은 수평방향 굽힘으로 인해 좌굴하여(Bhattacharya 

Fig. 6. Variation of 
  

 with (a)  and (b)  curves

Fig. 7. 
  

 versus  curves
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et al., 2009) 말뚝은 정적 상태, 즉    이 되기 때문

이다. 예로서 자유-자유 조건에서 테이퍼 말뚝은 수직하중

변수   에서    이 되며, 이는 테이퍼 말뚝의 

좌줄하중변수가   임을 의미한다.

Fig. 9는 수직하중변수   와   인 테이퍼 말뚝

의 모드형상을 보여준다. 모드형상은 수직하중변수에 따

라 그 형태는 크게 변화하지 않으나 그 동적변위는 수직하

중변수가 클수록 큰 것을 확인할 수 있다. 또한, 모드형상

은 단부조건에 의존하여 말뚝선단이 자유조건인 경우 동

적변위가 발생하고 회전과 고정인 경우 동적변위가 발생

하지 않는다.

5. 결 론

본 연구에서는 정적 수직하중을 받는 테이퍼 마찰말뚝

의 자유진동 특성을 평가할 수 있는 해석모델을 제안하였

다. 제안한 해석모델의 검증을 위하여 원통형 말뚝에 대한 

기존 문헌과 해석모델의 고유진동수를 비교한 결과, 두 값

은 잘 일치하였다. 수치해석 결과로부터 다음과 같은 결론

을 도출하였다. 말뚝의 단면비 가 감소할수록   는 감

소한다. 에 따른    변화를 분석하면 말뚝의 좌굴이 

발생하는 임계 단면비를 결정할 수 있다. 기본진동수변수 

  는 말뚝의 주면마찰력비 가 증가할수록 감소하나, 

주면마찰변수 가 증가할수록 증가한다. 지반반력이 깊이

에 따라 작아지는 경우, 즉 지반계수비  에서 자유진

동에 대한 지반반력의 영향성이 반대의 경우( )에 비

해 크다. 직경비 와 특성길이비 는 상호 종속적인 관계

이며 가 증가하면   는 감소하고, 가 증가하면   

는 증가한다. 수직하중변수 가 증가할수록   은 감소

하고, 좌굴하중변수  에서 말뚝은 좌굴되고    

이 된다. 이와 같이 제안된 해석모델은 말뚝의 변단면, 주

면마찰력, 단부조건, 수직압축하중 및 지반의 불균질성이 

반영된 말뚝의 고유진동수와 진동형상을 산정할 수 있으

며, 이는 지진과 같은 동적하중을 받는 말뚝의 설계에 활

용될 수 있다.
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